TD Suites

VR6 Exercice 1 Z @& Pour chacune des assertions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse. Si elle est vraie donner une preuve, sinon,
donner un contre-exemple.

1. Sila suite (u?) converge, la suite (u,,) converge. 9. Silimu, =0, lim(1 4+ u,)™ = 1.
2. Si 113% — 0 alors u,, — 0. 10. Siu, — 0, alors u, + Upy1 + -« - + ug, — 0.
3. Si (un + vy, ) converge, alors (u,,) et (v,,) convergent. 11. Siupy1 — un — 0, alors (up) converge.
4. Si (uy,) et (u, + v,) convergent, alors (v,,) converge. 12. Siup — 400, alors ug, — u, n’est pas majorée.
5. La somme d’une suite convergente et d’une suite divergente 13. Siup + vy, — 400, alors u, — +00 ou v, — +00.
est divergente. 14. Sisinwu,, — 0, alors (u,,) converge vers un réel £ € 7Z.
6. Si (lun]) converge, (u,) converge. 15. Si u, — 400, alors (u,,) est croissante APCR.
7. Si (uy,) converge, (|un|) converge. 16. Si (uy) n’est pas majorée, alors (u,) admet une suite ex-
8. Une suite positive de limite nulle est décroissante APCR. traite tendant vers +oo.

547 Exercice 2 Z & En mettant en facteur les termes dominants, étudier la limite des suites

R SV 3, Yoile/ntd 5. ((—3)" +27)((—-2) " +3°")

n_on In(n+1)
2. Csyaee 4. Vn2+n+1-n 6. Tt

3UJ Exercice 3 Z Ftudier la limite éventuelle des suites

s 2 3
1, ¥nsin(n )n—3cos (n) 3. E(T\L/E) 5. ZZ:I n21+k 7. % 11+2!:;--~+n!

2. sinﬁ 4. /3 +sinn 6. 7% 8. Y /n!

Utilisation de la définition en ¢

3NT Exercice 4 Soit (u,) € ZN une suite d’entiers relatifs. Montrer que la suite (u,,) converge si et seulement si elle est stationnaire,
c’est-a-dire constante a partir d’un certain rang.

Un41
e ST ?,avec ¥ > 1.

zuM Exercice 5 Z Soit (u,,) une suite de termes strictement positifs. On suppose que
1. Montrer que la suite (u,,) est croissante a partir d’un certain rang.
2. Montrer que u, — +00. Indication : Raisonner par I'absurde.

10T Exercice 6 Z Soit (u,) une suite réelle.
1. On suppose que les suites (U2, )nen €t (Uan+1)nen convergent vers une méme limite ¢ € R. Montrer que (u,,) converge vers .
2. On suppose que (uz2y,), (uan+1) et (us,) convergent. Montrer que (u,,) converge.

604 Exercice 7 Soit (uy,)nen une suite qui tend vers +o00. Montrer que (u,,) admet un minimum.

rRXW Exercice 8 Soit (x,,) une suite de réels.

1. Montrer que si z,, 11 — o, — £, alors 7= — /. Indication : Appliquer Cesaro.
2. On suppose que Vn € N, z, > O et x;—:l — . Montrer que {/z, — /.

2”) et @

3. Déterminer les limites éventuelles des suites { ( " o

FVH Exercice 9 % Soit (u,) une suite postitive vérifiant Vn € N, up 11 = 5= + % Montrer que u,, — 0.
J19 Exercice 10 % Soit f: N — N une bijection.

1. Montrer que f(n) — +oc.

2. On suppose que £ s I Montrer que L = 1.

n
3. La limite précédente existe-t-elle toujours?

n

0kG Exercice 11 % % CONVERGENCE AU SENS DE CESARO Soit (a,,) une suite réelle positive majorée. Montrer que %ak — Osiet
%ﬂ—ﬂ)etVE > 0,3ng,Vn > no,n € A = a, <e.

seulement s’il existe une partie A C N telle que e

Etudes pratiques

8TL Exercice 12 # Déterminer la limite, quand n — 400, de E(a™)'/", en fonction de a € R..
DBQ Exercice 13 Soit (uy,), (v, ) deux suites & valeurs dans [0,1] telles que u,v,, — 1. Montrer que u,, — 1 et v, — 1.

vDC Exercice 14 Déterminer la limite, quand n — 400, de (sin L %cos n)n

n
que Exercice 15 On suppose u, — ¢, v,, — £'. Montrer que max(u,, v,) — max(¢, £') converge.

. 1
8B Exercice 16 # Montrer que [, H—tiﬁ o In2.

vTL Exercice 17 Etudier la limite de sin(mv/n2 + b).

m

vaM Exercice 18 Z Soit ay, ..., a,, > 0. Montrer que ( a?)

i=1

3=

N .
n——400 123527 @
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Convergence monotone

Exercice 19 Soit (u,,) une suite minorée telle que w,, + (tan u,,)?

converge.
1. Montrer que (u,,) est majorée.
2. Montrer que (tan?u,,) est bornée.
3. On suppose que (tan u,) est croissante. Montrer que (u,,) converge.
Exercice 20 Z On considére la suite (4, )nen définie par ug > 0 et Vn € N, upi1 = uy + i
1. Montrer que Vn € N, u,, > 0.

2. En raisonnant par ’absurde, montrer que u,, — -+00.

3. % Déterminer la limite de u2 11— u2. En utilisant le théoréme de Cesaro, montrer que u,, ~ v/2n, c’est-a-dire \’/Lg”—n — 1.

n
Exercice 21 Z On considére les suites définies par u,, = 1% et v, = u, +
p=0

1

nl*

1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes.
On admet que leur limite est e = e'.
2. Montrer que leur limite est irrationnelle.
Indication : Procéder par I'absurde et écrire 'encadrement de la limite pour un n bien choisi.
Exercice 22 % Soit (u,,) une suite réelle positive vérifiant Vn € N, u,19 < w
1. Pour n € N, on pose v, = max(uy, ,+1). Montrer que (v,,) est décroissante.

2. Montrer que v, — 0, puis que u,, — 0.

Valeurs d’adhérences
Exercice 23 Z

1. Vérifier que la composée de deux extractrices est une extractrice. La suite (t(yo04)(n)) est-elle extraite de (uy,(p)) ou de (wy(n))?
2. Soient (a,,), (b,) deux suites bornées. Montrer qu’il existe une extractrice ¢ telle que (a,(y,)) et (by(,)) convergent.
Exercice 24 Soit (u,,) une suite réelle et / € R. Montrer que (u,,) ne tend pas vers  si et seulement s’il existe £’ € R, ¢ # £ et une
suite (v,,) extraite de (uy,) tels que v,, — £’
Exercice 25 % Soit = € R irrationnel. Soit (py,), (¢,) deux suites d’entiers telles que % — x. Montrer que |py|, |gn| — o©.

Exercice 26 & SuiTes DE CaucHY On dit que (uy,) est de Cauchy si Ve > 0,3IN € N,Vp,q > N, |up, — uq| < e.
1. Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.
2. Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.
3. % Montrer que toute suite de Cauchy est convergente.
Indication : Utiliser une caractérisation en termes de valeurs d’adhérences.

Exercice 27 LIMITES INFERIEURE ET SUPERIEURE Soit (., )neN une suite bornée. Pour n € N, on pose
ap, = inf{ug, k >n} et B, =sup{uk, k > n}.

1. Montrer que (o, )nen et (Bn)nen convergent.

Onnote « = lim «,, appelée limite inférieure de (u,)nen, et 8 = lim (3, sa limite supérieure.
n—-+oo n—-+o0o

2. Montrer que (u,,) converge si et seulement si a = .
3. Montrer que 3 est la plus grande valeur d’adhérence de (u,, ).
En particulier, on a démontré le théoréme de Bolzano-Weierstrass.
Exercice 28 & SUITES SOUS-ADDITIVES Soit (u,,) une suite positive vérifiant Vp, g € N, uptq < up + uq.
1. Montrer que {“=, n € N*} admet une borne inférieure m.
2. Soit ¢ € N*. Montrer qu’il existe une constante C,; € R telle que

Up _ Ug

C

n q n

Indication : Utiliser une division euclidienne.

3. En déduire que la suite (“7—;’) converge vers m.
Exercice 29 Soit u une suite réelle vérifiant lim u,, 11 — 1, = 0 Montrer que I’ensemble de ses valeurs d’adhérence est un intervalle.
Exercice 30 On considére une suite (u,,) vérifiant w, 1 — u,, — 0 et u,, — +00.

1. Justifier que si |t 1 — up| < € & partir du rang ng, et que & > uy,, il existe p € N tel que |u, — z| < e.

2. Soit (v, )nen une suite telle que v,, — +00. Montrer que {u,, — v, n, m € N} est dense dans R.

3. En déduire que {u,, — [u, ], n € N} est dense dans [0, 1].

4. Montrer que {sinln(n), n € N} est dense dans [—1,1].
Exercice 31 % Soit (u,,)nen une suite bornée telle que u,, + “% — 1. Montrer que (u,,) converge.

Exercice 32 % % Montrer que I'on peut extraire une suite monotone de toute suite réelle.
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